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Algebra [. Examen I

La puntuacion de cada ejercicio es de 1 punto.
Todas las respuestas deben estar justificadas.

Ejercicio 1. El polinomio f =z + x + 4 € Zs[z] tiene:
» Dos raices en Zs;[z].
» Una raiz en Zs[z].
= No tiene raices en Zs|z].
Ejercicio 2. El anillo producto cartesiano Ziy x Zs tiene:
» 13 Unidades.
» 18 Unidades.
» 8 Unidades.

Ejercicio 3. Sean a; = 2120, a; = 4825, b = 19. El resto de dividir —ajas entre b
es:

s 11,
s 8.
s 18.

Ejercicio 4. Sea A un subanillo no trivial de un cuerpo K ;Cual de las siguientes
afirmaciones es verdadera?

= A es siempre un cuerpo.
= A es nunca un cuerpo.
= A es un cuerpo si, y s6lamente si, es cerrado para inversos.

Ejercicio 5. Sea X un conjunto con n elementos y R la relacién de equivalencia
sobre el conjunto P(X) definida por:

ARB < |A| = |B|
Selecciona la afirmacién verdadera:
= |[P(X)/R]=n.
» [P(X)/R|=n+1.
» [P(X)/R|=n—1.

Ejercicio 6. Sea f : R — R definida por f(z) = bx —2, para todo « € R. Selecciona
la afirmacién verdadera:

= f es inyectiva no sobreyectiva.

= f es sobreyectiva no inyectiva.
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= f tiene inversa.
Ejercicio 7. Sea X = {a,b,c} e Y = {1,2}. Selecciona la afirmacién verdadera:

» No existe ninguna aplicaciéon biyectiva de X de Y pero existe al menos una
inyectiva.

» Hay exactamente 6 aplicaciones de X en Y que son sobreyectivas.
» Hay exactamente 3 aplicaciones de X en Y que no son sobreyectivas.

Ejercicio 8. Sea X un conjunto no vacioy A, B, C € P(X). Selecciona la afirmacién
verdadera:

» (A-C)U(B-C)=(AnB)-C
» (A-C)N(B-C)=(AUB)-C
» (A-C)U(B-C)=(AUB)-C

Ejercicio 9. Para a € Z un ntimero entero, denotemos por [a] a su clase en el anillo
Zs. Selecciona la respuesta correcta:

- Sifa] #[0] = [a* +4] = [0].
= Si[a] # [0] = [a" + 4] # [0].
= Sia] = [0] = [a* +4] = [0].

Ejercicio 10. Sea X un conjunto finito no vacio e Y un subconjunto de X. Sea ~
la relacién de equivalencia sobre el conjunto P(X) definida por:

A~B& AUY =BUY
La afirmacién ”|P(X)/ ~ | =17 es:
= Siempre cierta.
= Siempre falsa.

= A veces verdad y a veces falsa, dependiendo de Y.
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Ejercicio 1. El polinomio f =z + x + 4 € Zs[z] tiene:
= Dos raices en Zs[x].

» Una raiz en Zs[z].

= No tiene raices en Zs[z].

Justificacion:
Evaluando f en cada uno de los elementos de Zs obtenemos:

fO)=4 f)=1 f(2)=0 fB)=1 f@4)=4
Sélo una raiz (un 0).
Ejercicio 2. El anillo producto cartesiano Zjy X Zs tiene:
» 13 Unidades.
» 18 Unidades.
» 8 Unidades.

Justificacion:

Sabemos que U(Zy X Z3) = U(Zyo) x U(Zs3).

Como: U(Zy) = {1,3,7,9} (siendo 171 =1,31=7,71=3y 971 =9).
U(Z3) = {1,2} (siendo 17t =1, 271 = 2).

Entonces, Zig X Zs tiene 4 - 2 = 8 unidades.

Ejercicio 3. Sean a; = 2120, ay = 4825, b = 19. El resto de dividir —ajay entre b
es:

= 11

u
*®

= 18.

Justificacién:
Al dividir ajay entre 19 obtenemos: ajas = 19 - ¢+ r con ¢ = 538368 y r = 8.
Entonces, —ajay = 19(—q — 1) + 19 — r y entonces el resto es 19 —r =19 — 8 = 11.

Ejercicio 4. Sea A un subanillo no trivial de un cuerpo K ;Cuél de las siguientes
afirmaciones es verdadera?

= A es siempre un cuerpo.
= A es nunca un cuerpo.

= A es un cuerpo si, y s6lamente si, es cerrado para inversos.
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Justificacion:

Supongamos que A es un cuerpo y sea u € A\ {0} un elemento no nulo de A.
Si v’ € A denota el inverso de u en A, serd u-u' = 1 en el cuerpo K.

Como el inverso es tinico, entonces v’ = u~' y A es cerrado para opuestos.

Reciprocamente, si A es cerrado para inversos, entonces todo elemento no nulo de
A tiene inverso en A (el mismo que en K).
Es decir, U(A) = A\ {0}. Consecuentemente, A es un cuerpo.

Ejercicio 5. Sea X un conjunto con n elementos y R la relacién de equivalencia
sobre el conjunto P(X) definida por:

ARB & |A| = |B|
Selecciona la afirmacién verdadera:
» [P(X)/R|=n.
» [P(X)/R| =n+1.

« [P(X)/R|=n—1.

Justificacion:

Para cada 0 < k < n,sea A € P(X) con |A| = k.

Entonces, [A| ={B € P(X) | |B|=|A|} ={B € P(X) | |B| = k}.
Consecuentemente, si X = {zy,...,2,}, las clases de equivalencia son:

[@L [{xl}]’ [{xlij}]’ Tty [X]
Es decir, |P(X)/R| =n+ 1.

Ejercicio 6. Sea f : R — R definida por f(x) = 5z —2, para todo = € R. Selecciona
la afirmacién verdadera:

= f es inyectiva no sobreyectiva.
= f es sobreyectiva no inyectiva.

= f tiene inversa.

Justificacion:
Es facil ver que la aplicaciéon g : R — R definida por:
x+2

g(x) = F Ve e R

Es la inversa de f:

<fog><x>=f<g<a:>>=f(“2) :5(“2) e (e42) 2= = Id()

(gof)lx) =g(f(x)) =9(5x —2) = ———— = — =2 = Id()
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Ejercicio 7. Sea X = {a,b,c} e Y = {1,2}. Selecciona la afirmacién verdadera:

= No existe ninguna aplicacién biyectiva de X de Y pero existe al menos una
inyectiva.

» Hay exactamente 6 aplicaciones de X en Y que son sobreyectivas.

» Hay exactamente 3 aplicaciones de X en Y que no son sobreyectivas.

Justificacidon:
Son las siguientes:

a — 1 a — 1 a — 1
fl : b — 1 fQI b — 2 fgi = 2
c c — 1 c = 2
a — 2 a — a — 2
f41 b — 1 f52 b — 1 f6: b — 2
c — 1 c = 2 c — 1

—~

Es facil ver que son sobreyectivas, ya que f;(X) =Y parai € {1,2,3,4,5,6}.

Ejercicio 8. Sea X un conjunto no vacioy A, B, C' € P(X). Selecciona la afirmacién
verdadera:

» (A-CY)U(B-C)=(ANnB)-C
s (A-C)N(B-C)=(AUB)-C
» (A-C)U(B-0C)=(AUB)-C

Justificacion:

(A—C)U(B—C)=(ANcC)U(BN(C)) = (AUB)Ne(C) = (AUB) - C

Ejercicio 9. Para a € Z un numero entero, denotemos por [a] a su clase en el anillo
Zs. Selecciona la respuesta correcta:

- Sifa] #[0] = [a* +4] = [0].

= Si [a] # [0] = [a" + 4] # [0].
= Si[a] = [0] = [a* + 4] = [0].

Justificacion:

Si [a] # 0, entonces [a] = [r] con 1 <r <4

Y entonces: [a? + 1] = [a]* + [1] = [r]* + [1] = [r* + 1], con lo que
Para r=1, [a*+4]=[1+4]=[5]=]0]
Para r=2, [a'+ 4] = [16+ 4] = [20] = [0]
Para =3, [a%+4]=[81+ 4] =[85] = 0]
Para r=4, [a%+ 4] =[256 + 4] =[260] = [0]

Nej
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Ejercicio 10. Sea X un conjunto finito no vacio e Y un subconjunto de X. Sea ~
la relacion de equivalencia sobre el conjunto P(X) definida por:

A~B& AUuY =BUY
La afirmacién ”|P(X)/ ~ | =17 es:
= Siempre cierta.
= Siempre falsa.

= A veces verdad y a veces falsa, dependiendo de Y.

Justificacion:
Para Y = 0, la relacién ~ es:

A~B& AUD=BUD< A=B
Y entonces, para cada A € P(X), su clase es [A] = {A}, con lo que:
[PX)/ ~|=P(X)| =2 >2
Pues |X| > 1. Asi que la afirmacién es falsa en este caso.
Por otro lado, para Y = X, la relacion ~ es:
A~Be AUX=BUX& X=X

Y entonces, todos los elemtos de P(X) estan relacionados, con lo que hay inicamente
una clase de equivalencia. Luego:

P(X)/ ~|=1

Asi que la afirmacion es verdadera en este caso.

10



